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~ber algebraisehe Gleiehungen mit reellen Wurzeln und 
den sogen, easus irredueibilis bei kubischen Gleichungen. 
Von 
Alfred Loewy in Freiburg i. Br. 
Im fotgenden will ich. und zwar mit den einfachsten Hilfsmitteln, 
also im besondern, ohne die Galoissche Theorie zu beniitzen, einen Satz 
fiber algebraische Gleichungen mit lauter reelten Wurzeln beweisen. Das, 
sowei~ mir bekannt, in der Literatur bisher noeh nicht hervorgehobene 
Theorem handelt yon den atgebraisohen Hitfsgleiehungen, die unvermeid- 
lich sind, wenn fiir eine algebraisehe Gleichung mit laater reellen Wurzeln 
eine derselben dutch ausnahmslos reelle Gr6gen dargestellt wird. Der 
fragliche Satz lautet: 
Satz I. J (x )= 0 sei eine algebraische Gleichung mit lauter reellen 
Wurzeln; die Koeffizienten yon J (x )  sollen einem reellen Rationalit~ts- 
bereiche P angehSren, in dem J (x )  eine irreduzible Funktion ist. Eine 
Wurzel Q der Gleichung'J(x)~-= 0 sei rational mit Koeffizienten aus P 
dargestellt dutch lauter reelle GrSJ~en 91, 9:, 9 -., 9~, we 01 einer Gleicho_ag 
X 1 (x)---~ 0 geniigt, deren Koeffizienten P angehSren und die in P irre- 
duzibel ist, 9: einer Gteiehung Xo(x)-~ O, deren Koeffizienten dem dutch 
Adjunk~ion yon e1 erweiterten Rationalit~tsbereiehe (P, 91) angehSren 
und die in diesem irreduzibel is~ usw., endlich O~ dner Gteichung 
X k (x)~ 0, deren Koeffizienten dem Rationalit~tsbereiehe (P, 91,9~ .. . . .  9~-1) 
angehSren and die in diesem Bereiche irreduzibel ist. Die Graxte aller 
Hilfsgleichungen Xi( x ) ~- 0 ( i = 1, 2 . . . . .  k) sollen Primzahlen sein. Hat 
J (x)-= 0 den Grad n=p, .p , . .  ""Pr, wobei Pl, P~ . . . .  , ~f tau~r (event. 
auch gleiehe) Primzahlen bedeuten, so mug, wie bewiesen werden sell, 
alas Gteie~ungssystem X i (x) ~- 0 (i = 1, 2, . . . ,  k) mindestens f Gleichungen 
der Grade p~, p~, . . . .  ~f enthalten, mud jede dieser f unvermeidliehen 
Gleichungen besitzt ausnahmslos reelle Warzeln. 
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kus dem Satz I folgt unmittelbax der yon Herrn HStder  1) s~am- 
meade und yon ihm mittels der Galoisschen Theorie bewiesene "~) 
Satz  I I :  Unter den in einem reetlen Rationalit~tsbereiche irreduzib- 
lea Gleichungen mit reellen Wurzeln sind die einzigen, bei denen eine 
Warzel dutch reelle Radikale dargestMlt werden kann, die dutch Quadrat- 
wurzeln auflSsbaren. Die Gradzahl soleher Gteichungen mu~ eine Potenz 
yon 2 sein. 
Da der Grad einer kubischen Gleichung keine Potenz von 2 ist, er- 
gibt sich aus dem Satze I I  des Herrn H51der das yon ihm zuerst und 
zwar auch ohne Galoissche Theorie, ni~mlich ohne Verwendung seines 
SatzesII bewiesene Resultat~), dat] bei einer irreduziblen kubischen Glei- 
chung mit drei reellen Wurzeln keine dutch reelle Radikale darstellbar 
ist. Mit Rficksicht auf diesen sogen, casus irredueibilis der kubisehea 
Gleiehuag hMte ich die ~orliege~den Untersuchungen so elementar, dab 
sie, wie ieh denke, in einer einfiihrenden Vorlesung fiber Algebra vorge- 
tragen werden k5nnen. 
Ich leite alles einheitlich aus den folgenden zwei Sgtzen ab, deren 
sich iibrigens aueh Herr HS lder  ~) bd seinem elementaren Beweis ffir 
Sen easus irredudbilis der kubischen Gleichung bedient: 
A. Sind J1 (x) = 0 und Je (x) ~ 0 zwei im Rationatitgtsbereiche P 
irreduzib]e Gleichungen der Grade n, und % mit den Wurzeln ~h und ~e 
und sind die Grade der Gleichungen, denen ~h aaeh Adjunktioa von ~ 
' bzw. ' so ist n~ ne und ~Te nach Adjunktion von ~ geniigen, nl nz, " -  ~" 
Dieser von Kroneeker  s) in seinen Vorlesungen vorgetragene uad von 
germ~ Knese~ s) s6tbst~ud~g g~u~dene and zuemt ve~Sffentlichte Satz 
kann dis etementar gelten. Herr Kneser  ~) hat ihn mittels soleher Hills- 
') O. HSlder, Uber den casus irreducibilis bei der Gleichung dritten Grades, 
Math. Annalen 38 (1891), S. 312 
9 z) A. Kneser, Bemerkungen ~iber den sogen, easus irredueibilis bei kubischen 
Gleiehungen, Math. Annulen 41 (t893), S. 344~348~ beweist den ]-I51derschen Satz 
ohne Galoissehe Theorie unter der Voraussetzung, dal] die fragtiche G1Mehung eine 
Normalgleichung ist, d. h. dab sich alle ihrer Wurzeln l~tional dutch nine aus- 
drfieken lassen. 
~) Vgt. O. HSlder, a. a. O. S. 309--310, 
4) Vgt. Anmerkung 8). Die Formulierung des im Text~ folgenden Satzes B. fiir 
eiue Normalgleiehung "and die Verwandtung der kubischen Gleichung dureh Adjunk- 
tion der Quadratwurzel der Diskriminante in eine Normalgleiehung, wie sie Herr 
gStder hat, ergibt keine Yerein~aehung. 
a) Vgl. HSlder, a. a. 0. S. 309. 
~) A. Kneser, ~ber Gattangen algebraischer GrSlten, Math. Annalen 3@ (1887), 
S. 195. 
~) Vgl. die Darstellung bei A. Kneser, ~ber die algebraischo UnauflSsbarkeit 
hSherer Gleiehungen, JourrL f. r. u. nag. Math. 106 (1890), S. 52. 
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mittel bewiesen, wie sie Gau;] schon 1801 bei Abfassung seiner Disqui- 
sitiones arithmeticae besaf. Einen einfachen Beweis im Anschluf an 
FrobeniusS), der sich auch in einer Elementarvorlesung vortragen l~Bt, 
finder man in mein~m Aufsatz: .Eine algebraische Behauptung yon 
Gaul"9). 
B. Wird eine im Rationalit~itsbereiche P irreduzible Gleichung J (x) ~- 0 
dutch Adjunktion aller Wurzeln einer Gleichang f (x )= 0 mit Koe~fi- 
zienten aus _P reduzihel, so zeff~illt J (x) in lauter versehiedene, im er- 
weiterten Rationalit~tsbereiche irr duzible Faktoren gleichen Grades. 
Der VoIlstindigkeit wegen beweise ich den Satz B. im Anschlu6 an 
Herrn HSlderl~ Statt dem Rationalit~itsbereiehe P alle Wurzeln von 
f(x) 20  zu ad~ungieren, genfigt die Adjunktion einer GrSfe )~1 yon iol- 
gender Eigenschaft: )~1 ist eine ganze rationale Funktion aller Warzeln 
yon f(x) --~ 0 mit Koeifizienten aus P, und jede War, el yon f(x) -~ 0 ist 
rational mit Koe/fizienten aus P dutch 21 darstellbar. Die Gr51]e ~1 ge- 
niigt einer Normalgleichung /Y (x) ~ 0 in P, d.h. einer in P irreduziblen 
Gleichung, deren sEmtliche Wurzeln rational mit Koeifizienten aus P 
dutch ,i~ darstellbar sind. Dies ist der Vorberei~ungssatz ffir die Galois- 
sche Theo~ie, der sehon Abel (Journ. f. r. u. aug. Math. 4 (1829), S. 26~ 
---~ (Euvres par Sytow etLie~ I, p. 547) bekannt war. Sei ~'~ (x; 21) einer 
der naeh Adjunktion yon ~ zum Rationalit~tsbexeiehe P irreduziblen 
Faktoren yon J (x); dann hat man eine ZerlegungJ(x) = F~ (x; ~).  G (x;)u)- 
Mittels der Gleichung zV(~l )~0 tassen sich F~(x; ~) und G(x;2~) als 
ganze rationale Funktionen yon )~ annehmen. 
Die Relation J(x)=lg~(x; ~). G(x; 2~) kann dann damn gedeatet 
werden, da]~ die Gleiehung J ( x )~ iF  1 (x; y). G(x; y) mit der in P irre- 
duziblen Gleichung N(y)~ 0 die Wurzel 2~ gemeinsam hat. Folglich 
besteht naeh @r Grtmdeigenschaft irreduzibler Gleiehungen fiir atle x 
des Rationalitiitsbereiches P die Relation J (x) ~- 2'1 (x; 2~). G(x; 2~) 
(i ~ 1, 2 . . . . .  ~), bei der 2~ jede der vWurzeln der irreduziblen Gteichtmg 
=u -~ 0 bedeutet. Da die Gleiehung J(x) = F~(x; ~i)" G(x; ~) fiir 
unendlich viele x gilt und ihre linke Seite eine ganze rationale Funk- 
tion yon x ist, hat man in J (x )  ~-F1 (x;2i) .  G(x; ~) eine fiir 
jedes x identisch bestehende Gleiehung vor sich. Die tetzte Relation 
J(x)~--l~(x; ~,).G(x; 2i) besagt, daft J(x) durch alle Gr6flen/V~(x; ,ti) 
(i-~-l, 2 . . . . .  u) teilbar ist; diese geh6ren s~mtlich, da jedes ~i 
~) G. Frobenius, Math. Annalen 70 (191t), S. 457. 
~) A. Loewy, Jabx~bericht tier deutschen Math. Vereinigung 26 (1917), S. 161 
bis 103. 
ao) Vgk HSlder, a~ a. O. S. 310. 
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(i ~ 1, 2 . . . . .  v) eine rationale Fankr von 21 ist, dem Rafionalit~- 
bereieh (P; 23) an. Sie sind in ibm irreduzibet. Wfire n~mlieh ZVl(x; ~) 
im Bereiehe (P; 21) zerlegbar in/v I (x; 2 i )= H(x; 21)-K(x; 21), so wiirde 
hieraus, da bei einer Normatgleiehung atte Wurzeln rationale Funktionen 
einer jeden sind, also ~l auch gleich einer ragionalen Funktion ~i (2i) 
yon 2~ sein muB, Yl(x; ;,,)=H(x; cf~(2~)).K(x; ~v~(s folgen, Hieraus 
wiirde sich abet FI(x; 21)=H(x; ~vi(2~)).K(x; %().~)) ergeben; dies 
wiirde aber die Zerlegbarkeit der in (P; 2~) irreduziblen Funktion $'1(x; 21) 
bedeuten. Infotge ihrer Irreduzibilitiit im Rationalitiitsbereiche (P; 21) sind 
je zwei der Funktionen F1 (x; ~r and F l (x ;  2~), wobei 2 i lind ~z irgend 
zwei der u GrSBen ),j, )~ . . . .  , ),~ bedeuten, entweder teilerfremd oder bis 
auf einen konstanten gaktor iibereinstimmend. Es seien F l (x ;Q) ,  
Pl(X; 2~), . . . ,  F~ (x; ~s) die verschiedenen derv  Funktionen F1 (x; 2z) , 
F~ (x; 2~),.. . ,  F~ (x; 2~). Dann erhatt man 
J(x) = F 1 (x; 21).F 1 (x; Lz)... F~ (x; 2,)-~v(x; ~l), 
wobei y)(x; 2~) ebenso wie die F 1 (x; 2~) eine Funktion mit Koeffizienten 
aus (P;)*1) ist. Bitdet man nun mit allen Wurzeln yon 2r (x)~-0 das 
Produkt F~ (x; 2,). F~ (x; 2~). . .  F 1 (x; 2~), so ist dieses als sym- 
metrische Funktion der Gleiehungswurzeln yon N (x )~ 0 eine Funk- 
tion L(x) mit Koeffizienten aus P. Da L(x) u.nd J(x) beide dureh 
F~(x; tl) teilbar sind, haben sie mindestens eine Wurzel gemeinsam, mid 
infotge der Irreduzibi.tit~t von J (x)  muB L(x) durch J(x) teilbar sein. 
Aus dem Bau der Funktion L(x) und J(x) Iolgt, daft ~v(x) ein Teller 
von _~ (x;),,,~l)- FI  (x; 2,,+e)... 21 (x; 2~) zu sein hat. Mithin wiirde 
~v(x), wenn es eine Funktion yon x w~re, mindestens einen LinearfalC~r 
enthalten, der auch in .F I (x; ;1)" F~(x; 2~.)... ~v (x; 2,,), dem Produkt 
der verschiedenen der Funktionen ~l (x ;  ).~) auftrigt. Dana hgtte abet 
J(x) ira Gegensatz u seiner Irreduzibilit~t eine mehrfache Wurzel. Folg- 
rich muff ~v(x) eine Konstante sein, -and die Zerlegu~g 
erwdst den Satz B als richtig; denn die ,u rechtsstehenden Funktionen 
sind yon gleiehem Grade in x mad in dem durch die Adjunktion atler 
Wurzeln yon f(x)-~O erweiterten Rationalit~tsbereiche irr duzibel, da 
dieser der Bereieh (P; 21) ist. 
Wit wenden tins wieder zu Satz A. ~aeh ibm hat man -~ = _ ;  
d. h. wenn n; < n I, so ist aueh uJ < n.~; die Gleiohungen J l(x)= 0 and 
d~ (x)~-0 redu~ieren sieh also gegensei~g. Wird im besonderen 4(x )  
dureh Adjunktion einer Wurzel einer Gteielmng J~(x)= 0 yore Primzakl- 
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grad ~ ~-p reduzibeI, so wird aueh Je(x) bei Adjunktion einer, also 
a fortiori alIer Wurzeln von J~(x) reduzibel und zerf~.llt naeh Satz B 
wegen seines Primzah!grades in FakCoren ersten Grades, d.h. die Wurzeln 
yon J~(x )~-0  sind rationale Ftmktionen derjenigen von J l ( x )= 0 mit 
Koeffizienten aus P. Mithin ergibt sich: 
C. Hat man zwei im Rationalit~tsbereiche P irredtmible Gleichungen 
J1 (x) = 0 und Je (x) = 0 und wird J1 (x) dureh Adjunktion einer Wurzel 
von J~ (x) reduzibel, so sind die Wurzeln von Je (x) ---- 0, wenn Je (x) 
vom Primzahlgrade p ist, rationale Funktionen derjenigen von J l ( x )= O. 
Nach diesen Vorbereitungen beweise ich den am Anfang angegebenen 
Satz I und beniitze dabei die bei seiner Formutierung verwandt~n Be- 
zeichnungen. J (x) = 0 sei die im reellen RationalitStsbereiche P irreduzible 
Gleichung n-ten Grades mit lauter reellen Wurzeln; eine yon ihnen $1 
lasse sich dutch die reellen GrSBen r ~o.~ . . .  , p~ ausdriicken. Adjungiert 
man dem Bereiehe P der Reihe nach ~1, ~., --., so sei ~ die erste dieser 
GrSl]en, deren Adjunktion J (x) = 0 reduzibel macht. In dem Rationalit~ts- 
bereiche (P, ei, ~%,.--, P~) geniigt da~un $1 einer irreduziblen Gleichung, 
deren Grad n' kteiner als n ist. Es sei ?c der Grad der in (P, ~, ~ , . . . ,  ~),-1) 
irreduzibten Gleichung X~ (x) = 0, der ~o~ geniigt; nach Voraussetzung soil 
der Grad 10~ yon X~,(x) = O, wie der jeder Hilfsgleichung X~(x) ~ O, eine 
Primzahl sein. Nach dem Kronecker-Kneserschen Satz A hat man n __ ~o 
n ' - -  h ' '  
wenn h~ der Grad derjenigen irreduziblen Gleich~ng ist, der ~)~ nach 
Adjunktion von Q zum Rationatit~tsbereiche (P, e~, e,., . . . .  , ~,_~) geniigt. 
Wegen des Primzahlgrades p, sind nach C die Wurzeln der Hilfsgleichung 
X~(x)-~ 0 rationale Funktionen der Wurzeln yon J (x )= 0 mit Koeffi- 
zienten aus (P, ~)~, e~, . . . .  0~-i)- Da alle Wurzeln von J (x )= 0 ebenso 
wie der Rationaliti~tsbereich (P, e~, e~, -- -, e~-~) reell sind, hat X~,(x) -~ 0 
tauter reelle Wurzeln. 
Adjungiert man welter die aufo ~, folgenden GrSl~en, so bleibe die 
Gleichung n'-ten Grades flit Q irreduzibel bis zur Ad]unktion yon ~.  
In dem Bereiche (P, e~,-- . ,  ~),,--., ~)  geniige Q einer irreduziblen Glei- 
chung vom Grade n" .~ n'. Hat dann die im Bereiche (P, el, .-., e,, .-., ez-1) 
irreduzible Gleichung X~(x)= O, der die reelte GrSl]e e~ geniigt, den 
n" ~v~ wobei h~ den Grad der im erweiterten Primzahlgrad p~, so ist ~-~ = h- -' 
Rationalitiitsbereiche (P, ~1, . . . ,  9~, -.-, ~o~_x, ~)  irreduziblen GIeichung 
bedeatet, die ~ befriedigt. Da X~ (x )= 0 yore Primzahlgrad sein soil, 
ergibt sich aus der ReelliNt der Wurzetn yon J (x )= 0, also auch der- 
jenigen des Teilel~ yon d(x)  vom Grade n/, dem $~ im Rationalit~its- 
bereiche (P, ~ox,..., ~),, . . . ,  ~_~) geniigt, mad der Reellit:s des zutetzt 
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genannten Rationalig4tsbereiches, da~ X~(x) -~ 0 nach Sara C nu~ reelle 
Wurzeln besitzt. Derurt fortfahrend, erh~itt man die weiteren Beziehtmgen 
~" & n"  Pa . und die Hilfsgleiehungen Xr(x ) = O, Xa(x) = 0 . . . .  
haben lauter reelle Wurzeln. 
Da. r sehlid~lieh rational in ~:, ~%,..., ~o~ wird, also ~m Ende einer 
n(t--l~ _~ 
Gleichung ersten Grades geniigt, ergibt sich die SchIu~relation. . . . . .  : ~-; 
hierbei ist p~ der Primzahlgrad jener irreduziblen Gleichang X~(x)= 0, 
deren Wurzel o: bewirkt, dai~ Q rational bekannt wi~d~ and hi bedeutet 
den Grad der irreduziblen Gleichung, der ~ in dem durch Adjunktion 
yon $: erweiterten Rationalitiitsbereiehe (P, e~ . . . . .  ~ . . . . . .  ~_: ,  ~)  ge- 
nile. X,(x)  = 0 hut infolge seines PrimzaMgrades, der reellen Wurzeln 
yon J (x )= 0, also aueh derjenigen des in (P, e~ . . . . .  e . . . . . .  e~_:) irre- 
duziblen Teilers n(t-~)-ten Grades, dem ~: geniigt, and der Ree|liCA4t des 
zuletzt genannten Rationalit~tsbereiches nac 
Die Multiplikation der geiundenen Gle 
n n '  n ( t - l )  
oder 
Po "Pe - "" h :  
h Sa~ C lauter reelle Wurzetn. 
ichungen gibt 
~ ~ . . h~ 
Da das Produkt p, .p~. . .  p~ dutch n teilba~ ist, miissen untez den 
Zahlen p~, p~ . . . .  , p~ alIe Primfaktoren Pl, P2 . . . . .  ~f yon n = Pl P~.- 9 9 Pf 
auftreten, und jede dieser Primzahlen entsprlcht einer Hilfsgleichung mit 
lau~er reetlen Warzeln. Diese f G]eichungen der Grade p:, p~, . . . ,  pf 
ralt lauter reellen Wurzeln sind unvermeidlich. Hiermit ist Satz I be- 
wiesen. 
Ich wende reich nun zum Satze II. L~t  sich eine Wurzel einer 
Gleichung durch Radikale darstellen, so ]:ann man ausschtiei~lich sotche 
verwenden, deren Exponenten Primzahlen sin& Diese Radikale werden 
eingefiihrt dutch reine Gleichaugen x~= a vom Primzahtgrade. Diese 
Gteichungen sind irreduzibel; denn whren sie redazibet, so h~tten sic eine 
rationale Wurzel, a w~re die p-re Potenz dner Zahl aus den  l~tionali- 
V~sbereiehe n) und die Adjunktion der einzigen reelten Wurzel der Glei- 
chang wiirde den Rationalitiitsbereich nicht erwei~ern. L~l~t sieh nun der 
Grad nder  irreduziblen Gleichung J (x )~ 0 mit lauter reetlen Wurzeln 
dutch eine Primzahl ~ teilen, so mu~ bei den zu verwendenden Hills- 
n) Abet, Journ. L r. u. ang. Math. 1 (1826), S. 71 (Eavres par Sylow et~ Sie, 
I, S. 72. Kronecker, Monats~beriohte derBerliner Akademie 1879, S. 206. 
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g]eichtmgen, da nut reelle GrSBen beniitzt werden sollen, nach Satz I 
auch stets eine yore Grade ~ mit tauter reellen Wurzeln auftreten. In 
unserem Falte der Darstellung dutch Radikale, wo nut reine Gteichungen 
als Hilfsgleichung beniiSzt werden dfirfen, hat demnach eine Hilfsgleichung 
x~= a zur Verwendung za kommen. Da diese fiir ~ > 2 nicht lauter 
reelle Wurzeln hat, kann ~ nur den Weft 2 besitzen, and es mud der 
Grad n yon J(x), wie bewiesen werden soll, eine Potenz yon 2 sein. Der 
carols irreducibilis der kubischen Gleichung ist dutch Satz I I  erledig~. 
F re iburg  i. Br,, 6. August 1920. 
(Eingegangen am 14. August 1920.) 
